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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è èìàíà íà çàìêíóòîé íåñïðÿìëÿ-
åìîé êðèâîé ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðåîáðàçîâàíèé Êîøè íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, êðàåâàÿ çàäà÷à èìàíà, ïðåîáðàçîâàíèå
Êîøè.
1. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñëåäóþùåé õîðîøî èçâåñòíîé êðàåâîé çàäà÷å.
Ïóñòü Γ åñòü çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C , ðàçáè-
âàþùàÿ åå íà êîíå÷íóþ îáëàñòü D+ è ñîäåðæàùóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó
îáëàñòü D− . Òðåáóåòñÿ íàéòè ãîëîìîðíóþ â C \ Γ óíêöèþ Φ(z) , èìåþùóþ
ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ lim
D+∋z→t
Φ(z) ≡ Φ+(t) è lim
D−∋z→t
Φ(z) ≡ Φ−(t) â êàæäîé òî÷êå
t ∈ Γ , èñ÷åçàþùóþ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
ãðàíè÷íîãî ñîïðÿæåíèÿ
Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ Γ, (1)
ãäå G è g  çàäàííûå óíêöèè. Ýòà çàäà÷à, èçâåñòíàÿ êàê çàäà÷à èìàíà, èìååò
îáøèðíûå ïðèëîæåíèÿ. Åå êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ (ñì. [1, 2℄) îñíîâàíà íà èñïîëüçî-
âàíèè èíòåãðàëà òèïà Êîøè
Φ(z) =
1
2pii
∫
Γ
f(ζ) dζ
ζ − z
. (2)
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ ýòîò èíòåãðàë ñ ïëîòíîñòüþ f , óäîâëå-
òâîðÿþùåé óñëîâèþ åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì ν ∈ (0, 1] , äàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è èìàíà  çàäà÷è î ñêà÷êå:
Φ+(t)− Φ−(t) = f(t), t ∈ Γ. (3)
Åñëè êðèâàÿ Γ  íåñïðÿìëÿåìàÿ, òî èíòåãðàë ïî íåé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåí.
Íî êðàåâàÿ çàäà÷à èìàíà ñîõðàíÿåò ñìûñë è â ýòîé ñèòóàöèè. Â 1980-å ãîäû ìû
ïîêàçàëè (ñì., íàïðèìåð, [3℄), ÷òî îíà ðàçðåøèìà, åñëè ãðàíè÷íûå äàííûå G(t) è
g(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì
ν >
1
2
DmbΓ, (4)
ãäå DmbΓ åñòü âåðõíÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü (îíà æå ðàçìåðíîñòü Ìèíêîâ-
ñêîãî, îíà æå box dimension; ñì. [4, 5℄) êðèâîé Γ , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì
DmbΓ = lim sup
ε→0
logN(ε,Γ)
− log ε
. (5)
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Çäåñü N(ε,Γ) åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî êðóãîâ äèàìåòðà ε, ïîêðûâàþùèõ ìíîæå-
ñòâî Γ . Ïðè ýòîì íå áûëè ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è â îðìå êîí-
òóðíûõ èíòåãðàëîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëó÷èì òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ.
2. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïîÿâèëîñü íåìàëî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [68℄), ïî-
ñâÿùåííûõ ñâîéñòâàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè ðàçëè÷íûõ ìåð. Åñëè µ åñòü ìåðà
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì S , òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Êî-
øè  ýòî èíòåãðàë Cµ :=
1
2pii
∫
dµ(ζ)
ζ − z
, íàçûâàåìûé òàêæå ïîòåíöèàëîì Êîøè.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà S åñòü ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, dµ = f(t) dt è f(t) åñòü
èíòåãðèðóåìàÿ (îòíîñèòåëüíî äëèíû S ) óíêöèÿ, îí ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë
òèïà Êîøè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ϕ åñòü ðàñïðåäåëåíèå ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì S íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî åãî ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ìîæíî îïðåäåëèòü
ðàâåíñòâîì
Cϕ :=
1
2pii
〈
ϕ,
1
ζ − z
〉
,
ãäå z 6∈ S . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê ïðèìåíåíèå ϕ ê
1
ζ − z
êàê ê óíê-
öèè ïåðåìåííîé ζ ëèáî êàê ñâåðòêà ϕ ∗ E, ãäå E åñòü ðàñïðåäåëåíèå
1
2piiζ
. Ìû
îòîæäåñòâëÿåì êàæäóþ çàäàííóþ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè óíêöèþ F (ζ) ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì F : C∞0 ∋ ω 7→ 7→
∫∫
F (ζ)ω(ζ) dζ dζ , åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë èìååò
ñìûñë. Ïîñêîëüêó E åñòü óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äèåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà ∂ (èíà÷å ãîâîðÿ, ∂E = δ0 , ñì. [9℄), òî ∂Cϕ = ϕ è óíêöèÿ Cϕ(z) ãîëîìîðíà
â C \ S . Î÷åâèäíî, ýòà óíêöèÿ ðàâíà íóëþ â òî÷êå ∞ .
Â îñíîâíîì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé ϕ = ∂F , ãäå F  ãîëîìîðíàÿ
â C \ Γ óíêöèÿ, ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ â C . Íîñèòåëü òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ëåæèò íà êðèâîé Γ. Åñëè ýòà êðèâàÿ  ñïðÿìëÿåìàÿ, à F èìååò íà íåé íåïðåðûâíûå
ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí F± , òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ϕ = ∂F äåéñòâóåò ïî îðìóëå
〈ϕ, ω〉 =
∫
Γ
(F+(ζ)− F−(ζ))ω(ζ) dζ.
Ïîýòîìó äëÿ íåñïðÿìëÿåìîé êðèâîé Γ ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê îáîáùåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî êðèâîé Γ ñ âåñîì F+(ζ) − F−(ζ) . Èíòåãðèðî-
âàíèå ñ åäèíè÷íûì âåñîì ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà F åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
óíêöèÿ γ+(z) îáëàñòè D+ , ðàâíàÿ åäèíèöå â D+ è íóëþ â D− . Âñå òàêèå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðîâàíèÿìè
1
è îáîçíà÷àòü
[F ]∫
. Ïðè ýòîì áóäåì
ïèñàòü
[F ]∫
ω dζ âìåñòî
〈 [F ]∫
, ω
〉
. Äèåðåíöèàë dζ çäåñü ñëóæèò äëÿ óêàçàíèÿ
ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.
3. Èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëåíû âûøå êàê ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü óíêöèîíàëû
íà C∞. Ïîêàæåì, ÷òî èõ ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè íà áîëåå îáøèðíûå
1
Ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè ê âîïðîñó îá èíòåãðèðîâàíèè ïî íåñïðÿìëÿåìûì êðèâûì ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [1013℄.
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ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèîííîé ðàçìåðíîñòè
íåñïðÿìëÿåìîé êðèâîé, ââåäåííîå â [14℄.
Â îïðåäåëåíèè ýòîãî ïîíÿòèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâå ìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè êîíå÷íîé îáëàñòè P ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé: λ(P ) îçíà÷àåò äëèíó åå
ãðàíèöû ∂P , à w(P )  äèàìåòð íàèáîëüøåãî êðóãà, ñîäåðæàùåãîñÿ â P.
Ïóñòü P+ = {Pn, n = 1, 2, . . .} åñòü íåêîòîðîå ðàçëîæåíèå D
+
íà ìíîãîóãîëü-
íèêè, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíàëåãàþùèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ òàêèõ, ÷òî Pn ⊂
⊂ D+, n = 1, 2, . . . ,
⋃
n≤1
Pn = D+, è ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ D
+
ïåðåñå-
êàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãîóãîëüíèêîâ Pn . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì n îäíà èç ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà Pn+1 ïðèíàäëåæèò ãðà-
íèöå îáúåäèíåíèÿ
n⋃
k=1
Pk . Òîãäà çàìêíóòûå ëîìàíûå Γ
+
n := ∂
⋃
1≤k≤n
Pk ñõîäÿòñÿ ê Γ
èç îáëàñòè D+ . Íàçîâåì d-ìàññîé P+ ñóììó Md(P
+) :=
∑
n≥1
λ(Pn)w
d−1(Pn) .
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü N+(Γ) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë d , ÷òî
îáëàñòü D+ èìååò ðàçëîæåíèå P+ ñ êîíå÷íîé d-ìàññîé Md(P
+) . Òîãäà
Dma+ Γ := inf N+(Γ) åñòü âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü êðèâîé Γ.
Àíàëîãè÷íî, ïóñòü P− = {Pn, n = 0, 1, 2, . . .} åñòü ðàçëîæåíèå áåñêîíå÷íîé îá-
ëàñòè D− íà ìíîãîóãîëüíèêè, ïðè÷åì ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü P0 ñîäåðæèò âíóòðè
ñåáÿ ∞ , à âñå îñòàëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè êîíå÷íû. Òàêîå ðàçëîæåíèå ïîðîæäàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîìàíûõ Γ−n , ñõîäÿùèõñÿ ê Γ èç D
−
. Ïîëàãàåì Md(P
−) :=
:=
∑
n≥1
λ(Pn)w
d−1(Pn) .
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü N−(Γ) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë d , ÷òî
îáëàñòü D− èìååò ðàçëîæåíèå P− ñ êîíå÷íîé d-ìàññîé Md(P
−) . Òîãäà
Dma− Γ := inf N−(Γ) åñòü âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü êðèâîé Γ.
Àïïðîêñèìàöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ Γ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
DmaΓ := min{Dma+ Γ,Dma− Γ}.
Òåîðåìà 1.
i. Äëÿ ëþáîé ïëîñêîé êðèâîé Γ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
Dma+ Γ ≤ DmbΓ, Dma− Γ ≤ DmbΓ. (6)
ii. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d ∈ (1, 2) ìîæíî óêàçàòü êðèâûå Γ1 è Γ2 òàêèå, ÷òî
DmbΓ1 = DmbΓ2 = d , íî Dma
− Γ1 < d è Dma
− Γ2 < d .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà (6) äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â [14℄ äîêà-
çûâàëîñü íåðàâåíñòâî DmaΓ ≤ DmbΓ . Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå ìîæíî
äîêàçàòü, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç [14℄, íî çäåñü ìû ïðèìåíèì íåñêîëüêî èíóþ
êîíñòðóêöèþ.
Ïóñòü {ak} åñòü óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ,
÷òî
∞∑
k=1
ak = 1 . Ïîëîæèì xn =
∞∑
k=n
ak è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1
xn ðàñõîäèòñÿ.
àññìîòðèì âåðòèêàëüíûå îòðåçêè σn := {z = xn + iy : 0 ≤ y ≤ xn} è íàéäåì
âåðõíþþ ìåòðè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà σ :=
⋃
n≥1
σn . àçîáüåì ïëîñêîñòü íà
êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé ε > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç N⋄(ε, σ) ÷èñëî òàêèõ êâàäðàòîâ,
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ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ σ . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî N(ε,A) ≍ N⋄(ε,A) äëÿ ëþáîãî êîì-
ïàêòà A , è ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü N íà N⋄ â ðàâåíñòâå (5). Ïóñòü íîìåð
n(ε) îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì an(ε)+1 ≤ ε < an(ε) . Òîãäà âñå îòðåçêè ñ íîìå-
ðàìè n ≥ n(ε) ïîêðûâàþòñÿ N1 êâàäðàòàìè, çàïîëíÿþùèìè ïîëîâèíó êâàäðàòà
[0, xn(ε)]× [0, xn(ε)] ïîä åãî äèàãîíàëüþ; îòñþäà N1 ≍ ε
−2x2n(ε) . Îñòàëüíûå îòðåçêè
σk, k = 1, 2, . . . , n(ε) − 1, ïîêðûâàþòñÿ N2 êâàäðàòàìè, ïðè÷åì íèêàêîé êâàäðàò
íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ äâóìÿ èëè áîëåå îòðåçêàìè èç ýòîãî ñïèñêà. Ïîýòîìó
N2 ≍ ε
−1
n(ε)−1∑
k=1
xk è
N⋄(ε, σ) ≍ ε−2x2n(ε) + ε
−1
n(ε)−1∑
k=1
xk.
Âõîäÿùèå ñþäà âåëè÷èíû ëåãêî îöåíèâàþòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü Dmbσ äëÿ
ìíîãèõ êîíêðåòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ak} . Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 1. Åñëè xn ≍
1
nα
è an ≍
1
nα+1
, ãäå 0 < α < 1 , òî Dmbσ =
2
1 + α
.
Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíû ïðè xn =
1
nα
, n = 1, 2, . . . .
Òåïåðü çàèêñèðóåì β > 1 è ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rn := {z =
= x + iy : xn − a
β
n < x < xn, 0 ≤ y < xn}, n = 1, 2, . . . Ïóñòü R :=
⋃
n≥1
Rn .
Ïîëîæèì D+1 := {z = x + iy : 0 < x < 1, −1 < y < 0}
⋃
R (êâàäðàò ñ ñåðèåé
ïðÿìîóãîëüíûõ àïïåíäèêñîâ), D+2 := {z = x + iy : 0 < x < 1, 0 < y < 1} \ R
(êâàäðàò ñ ñåðèåé ïðÿìîóãîëüíûõ âûðåçîâ) è Γ1,2 = ∂D
+
1,2 . Èç ëåììû 1 íåòðóäíî
âûâåñòè, ÷òî DmbΓ1 = DmbΓ2 = 2(1 + α)
−1. Ïîëîæèì α = 2d−1 − 1 ; òîãäà
DmbΓ1 = DmbΓ2 = d.
Äàëåå, îáëàñòü D+1 èìååò ðàçëîæåíèå, ñîñòîÿùåå èç êâàäðàòà {z = x+ iy : 0 <
< x < 1, −1 < y < 0} è ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rn , à äîïîëíÿþùàÿ D
+
2 îáëàñòü D
−
2 
ðàçëîæåíèå, ñîñòîÿùåå èç òåõ æå ïðÿìîóãîëüíèêîâ è äîïîëíåíèÿ êâàäðàòà {z =
= x + iy : 0 < x < 1, 0 < y < 1} äî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà p-ìàññû
îáîèõ ýòèõ ðàçëîæåíèé ñîäåðæàò ðÿä
∞∑
n=1
λ(Rn)w
p−1(Rn) , ñõîäÿùèéñÿ îäíîâðåìåí-
íî ñ ðÿäîì
∞∑
n=1
xna
β(p−1)
n . Íî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p > 1+
1− α
β(1 + α)
= 1+β−1(d−1) .
Çíà÷èò,
Dma+ Γ1 ≤ 1 +
d− 1
β
< d, Dma− Γ2 ≤ 1 +
d− 1
β
< d,
÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ C îáîçíà÷èì ÷åðåç H(A, ν) ìíîæå-
ñòâî âñåõ çàäàííûõ íà íåì óíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
hν(f,A) := sup
{
|f(t′)− f(t′′)|
|t′ − t′′|
ν : t
′, t′′ ∈ A, t′ 6= t′′
}
<∞, (7)
òî åñòü óñëîâèþ åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì ν ∈ (0, 1]. Êîýèöèåíò hν(f,A) ÿâëÿåòñÿ
ïîëóíîðìîé â H(A, ν) . Â êà÷åñòâå íîðìû ìîæíî âçÿòü ñóììó ‖f‖H(A,ν) := |f(t0)|+
+ hν(f,A) , ãäå t0 ∈ A  èêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,
168 Á.À. ÊÀÖ
[15℄), ÷òî çàìûêàíèå C∞ ïî íîðìå H(A, ν) íå ñîâïàäàåò ñ H(A, ν) , íî ñîäåðæèò
âñå ïðîñòðàíñòâà H(A, ν′) ñ ν′ > ν . Îáîçíà÷èì H∗(A, ν) :=
⋃
ν′>ν
H(A, ν′) . Âûáåðåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé {ν′j} òàêóþ, ÷òî ν
′
j > ν
′
j+1 > ν, j = 1, 2, . . . , è
lim
j→∞
ν′j = ν . Ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîëóíîðì hν′j (f,A), j = 1, 2, . . . , è ïîëóíîðìû
|f(t0)|, ïðåâðàùàåò H
∗(A, ν) â ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, â êîòîðîì ìíîæåñòâî C∞
ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî çàäàòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà
Ôðåøå íà ìíîæåñòâå H∗(A, ν) :=
⋂
ν′<ν
H(A, ν′) .
Ââåäåì åùå îäíî îáîçíà÷åíèå. Âñþäó íèæå ñ÷èòàåì, ÷òî óíêöèÿ F (z) ãîëî-
ìîðíà â C\Γ è îãðàíè÷åíà. Ïðè ýòîì F+(z) (ñîîòâåòñòâåííî F−(z)) îáîçíà÷àåò
óíêöèþ, ðàâíóþ F (z) â îáëàñòè D+ (ñîîòâåòñòâåííî â D− ) è íóëþ â äîïîëíåíèè
çàìûêàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè.
Òåîðåìà 2. Åñëè Dma± Γ < 2, òî óíêöèîíàëû
∫ [F±]
ïðîäîëæèìû ïî íåïðå-
ðûâíîñòè íà ïðîñòðàíñòâà H∗(A,Dma± Γ − 1) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå â êà÷åñòâå
A ìîæíî âçÿòü ëþáîé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé Γ âíóòðè ñåáÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Dma+ Γ < 2. Çàèêñèðóåì ÷èñëà d è ν òàêèå,
÷òî Dma+ Γ < d < 2, 1 > ν > d − 1. Ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöè-
îííîé ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå P+ îáëàñòè D+ ñ êîíå÷íîé d-ìàññîé
Md(P
+) . Ïóñòü Γ+n  ñîîòâåòñòâóþùèå ëîìàíûå, ñõîäÿùèåñÿ ê Γ èçíóòðè, Γ
∗ =
=
⋃
n≥1
Γ+n . Ëþáàÿ óíêöèÿ ω ∈ C∞ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ åëüäåðà ñ ëþáûì
ïîêàçàòåëåì ν ≤ 1. Âîçüìåì ñóæåíèå ω íà Γ∗ , ïðèìåíèì ê ýòîìó ñóæåíèþ îïå-
ðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè (ñì., íàïðèìåð, [9℄) è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ óíêöèþ
÷åðåç ω∗ . Â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè [9℄ ýòà óíêöèÿ îïðåäåëå-
íà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿåò òàì óñëîâèþ åëüäåðà ñ ëþáûì
ïîêàçàòåëåì ν ≤ 1 , ñîâïàäàåò ñ ω íà ìíîæåñòâå Γ∗ , à â C \ Γ∗ èìååò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, ïðè÷åì
|∇ω∗(z)| ≤ Chν dist
ν−1(z,Γ∗).
Çäåñü è íèæå C îçíà÷àåò ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïðè ν = 1 îò-
ñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó
[F+]∫
ω(ζ) dζ = 〈∂F+, ω〉 = −〈F+, ∂ω〉 = −
∫∫
D+
F (ζ)
∂ω
∂ζ
dζ dζ =
= −
∑
Pn∈P+
∫∫
Pn
F (ζ)
∂ω
∂ζ
dζ dζ =
∑
Pn∈P+
∫
∂Pn
F (ζ)ω(ζ) dζ =
=
∑
Pn∈P+
∫
∂Pn
F (ζ)ω∗(ζ) dζ = −
∑
Pn∈P+
∫∫
Pn
F (ζ)
∂ω∗
∂ζ
dζ dζ.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà Pn óíêöèÿ ω
∗
ñîâïàäàåò ñ ðå-
çóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè ê ñóæåíèþ ω íà ãðàíèöó
ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, è ïîýòîìó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé
èç ðàáîòû [14℄.
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Ëåììà 2. Ïóñòü δ åñòü êîíå÷íàÿ îáëàñòü ñ æîðäàíîâîé ñïðÿìëÿåìîé ãðà-
íèöåé γ , f ∈ Hν(γ) è f
w
åñòü ïðîäîëæåíèå Óèòíè óíêöèè f ñ êðèâîé γ . Åñëè
p <
1
1− ν
, òî ∫∫
δ
|∇fw|
p
dx dy ≤ Chpν(f, γ)λ(γ)w
1−p(1−ν)(δ).
Âûáåðåì p òàê, ÷òîáû d− 1 = 1− p(1− ν) , òî åñòü
p =
2− d
1− ν
. (8)
Òîãäà ïðè |F+(ζ)| ≤M è p−1 + q−1 = 1 ñîãëàñíî ëåììå 2 ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣∣∣
[F+]∫
ω(ζ)dζ
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2(
∑
Pn∈P+
∫∫
Pn
∣∣∣∣∂ω∗∂ζ
∣∣∣∣p dx dy)1/p( ∑
Pn∈P+
∫∫
Pn
|F (x+ iy)|q dx dy)1/q ≤
≤ CMS1/qM
1/p
d (P
+)hν(ω,A),
ãäå S åñòü ïëîùàäü D+ . Ýòà îöåíêà äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü óíêöèîíàëà
[F+]∫
â ïðîñòðàíñòâå H∗(A,Dma+ Γ − 1) è åãî ïðîäîëæèìîñòü â ýòî ïðîñòðàíñòâî ïî
íåïðåðûâíîñòè. Ñëó÷àé Dma− Γ < 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïðîäîëæåííûå óíêöèîíàëû ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðîâàíèÿìè.
Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ïðè Dma+ Γ < 2 (èëè Dma− Γ < 2) ïðîäîëæåíèå
óíêöèîíàëà
[F+]∫
(ñîîòâåòñòâåííî
[F−]∫
) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîé
óíêöèè f èç ïðîñòðàíñòâà H∗(A,Dma+ Γ− 1) (ñîîòâåòñòâåííî, H∗(A,Dma− Γ−
− 1)) ìîæíî óêàçàòü ïîêàçàòåëü ν > Dma+ Γ− 1 (ñîîòâåòñòâåííî ν > Dma− Γ− 1)
òàêîé, ÷òî f ∈ H(A, ν) , à òàêæå ðàçëîæåíèå P+ (ñîîòâåòñòâåííî P− ) îáëàñòè D+
(ñîîòâåòñòâåííî D− ) ñ êîíå÷íîé d-ìàññîé òàêîå, ÷òî ν > d − 1 è d > Dma+ Γ
(ñîîòâåòñòâåííî d > Dma− Γ). Òîãäà
[F±]∫
f(ζ) dζ = −
∫∫
D±
F±(ζ)
∂f∗
∂ζ
dζ dζ, (9)
ãäå f∗ åñòü ïðîäîëæåíèå Óèòíè ñóæåíèÿ f íà Γ∗ =
⋃
n≥1
Γ±n . Â ñëó÷àå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî áåñêîíå÷íîé îáëàñòè D− ïðîäîëæåíèå f∗ äîëæíî èìåòü êîìïàêòíûé
íîñèòåëü (ñêàæåì, ìîæíî óìíîæèòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Óèòíè íà
ãëàäêóþ óíêöèþ ñ êîìïàêòíû íîñèòåëåì, ðàâíóþ åäèíèöå â îêðåñòíîñòè Γ).
Åñëè äâå óíêöèè f è g èç ïðîñòðàíñòâà H∗(A,Dma± Γ−1) ñîâïàäàþò â êàêîé-
ëèáî îêðåñòíîñòè Γ , òî, î÷åâèäíî,
[F±]∫
f(ζ) dζ =
[F±]∫
g(ζ) dζ. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåèçâåñòíî, ñëåäóåò ëè âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà èç ñîâïàäåíèÿ ñóæåíèé f è g
íà ñàìó êðèâóþ Γ , à íå íà åå îêðåñòíîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâåäåì òàêîé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3. Åñëè DmbΓ < 2, òî óíêöèîíàë
[F ]∫
ïðîäîëæèì ïî íåïðåðûâ-
íîñòè íà ïðîñòðàíñòâî H∗(A,DmbΓ − 1) , ãäå â êà÷åñòâå A ìîæíî âçÿòü ëþ-
áîé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé Γ âíóòðè ñåáÿ. Åñëè ïðè ýòîì ñóæåíèÿ óíêöèé f
è g èç ïðîñòðàíñòâà H∗(A,DmbΓ− 1) íà êðèâóþ Γ ñîâïàäàþò, òî
[F ]∫
f(ζ) dζ =
=
[F ]∫
g(ζ) dζ.
Ýòà òåîðåìà àêòè÷åñêè äîêàçàíà â èíûõ òåðìèíàõ â ðàáîòàõ [10, 12℄. Åå ïåð-
âîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû 1.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óíêöèîíàë (9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñåìåéñòâî ðàñ-
ïðåäåëåíèé
[F±]f∫
, äåéñòâóþùèõ ïî ïðàâèëó
〈 [F±]f∫
, ω
〉
=
[F±]∫
f(ζ)ω(ζ) dζ, (10)
ãäå f ïðîáåãàåò ïðîñòðàíñòâî H∗(A,Dma± Γ− 1) .
4. àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè ðàñïðåäåëåíèé (10). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
èõ ÷åðåç C
[F±]
Γ f , òî åñòü
C
[F±]
Γ f :=
1
2pii
〈 [F±]f∫
,
1
ζ − z
〉
.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòî ãîëîìîðíàÿ â C \ Γ óíêöèÿ, èñ÷åçàþùàÿ â áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåíñòâ (9) è (10) ïðèâîäÿò
ê ïðåäñòàâëåíèþ
C
[F±]
Γ f(z) = ±F
±(z)f∗(z)∓
1
2pii
∫∫
D±
∂f∗
∂ζ
F±(ζ) dζ dζ
ζ − z
, (11)
ãäå f∗  òî æå, ÷òî â (9). Ñâîéñòâà âõîäÿùåãî â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [16℄). Â ÷àñòíîñòè, îí äàåò íåïðåðûâ-
íóþ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ â C óñëîâèþ
åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì (p − 2)/p , åñëè åãî ïëîòíîñòü
∂f∗
∂ζ
F±(ζ) èíòåãðèðóåìà
â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â íåêîòîðîé ñòåïåíè p > 2. Ïðè îãðàíè÷åííîé óíêöèè
F± ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (8) ïîêàçàòåëü p áîëüøå äâóõ,
òî åñòü ïðè ν > Dma± Γ/2. Ïåðâîå (âíåèíòåãðàëüíîå) ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè
(11) èìååò ñêà÷îê (F+ − F−)f íà êðèâîé Γ. Èòàê, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4. Åñëè DmaΓ < 2 , f ∈ H∗(A,DmaΓ/2) , ãäå A  ëþáîé êîìïàêò, ñî-
äåðæàùèé Γ âíóòðè ñåáÿ, è óíêöèÿ F èìååò íà Γ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ îáåèõ
ñòîðîí, òî óíêöèÿ Φ(z) := C
[F±]
Γ f(z) èìååò â êàæäîé òî÷êå t ∈ Γ ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì
Φ+(t)− Φ−(t) = (F+(t)− F−(t))f(t), t ∈ Γ.
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Íàïîìíèì, ÷òî íàøè ïîñòðîåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà F (z) òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ ëèáî â D+ , ëèáî â D− , òî åñòü ìíîæèòåëü ïåðåä f ðàâåí ±F±(t) .
Äàëåå, ëþáàÿ óíêöèÿ f ∈ H∗(Γ,DmaΓ/2) ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîé óíê-
öèè f˜ ∈ H∗(A,DmaΓ/2) ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè. Òàêèì îáðà-
çîì, èìååò ìåñòî
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè DmaΓ < 2 è f ∈ H∗(Γ,DmaΓ/2) , òî çàäà÷à î ñêà÷êå (3)
èìååò ðåøåíèå, çàäàâàåìîå îðìóëîé Φ(z) := C
[γ+]
Γ f˜(z) ïðè DmaΓ = Dma
+ Γ è
Φ(z) := C
[γ−]
Γ f˜(z) ïðè DmaΓ = Dma
− Γ . Çäåñü óíêöèÿ γ+(z) ðàâíà åäèíèöå â D+
è íóëþ â D− , γ−(z) = γ+(z)− 1 .
Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè DmbΓ < 2 è f ∈ H∗(Γ,DmbΓ/2) , òî çàäà÷à î ñêà÷êå
(3) èìååò ðåøåíèå, çàäàâàåìîå ëþáîé èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ îðìóë Φ(z) :=
:= C
[γ+]
Γ f˜(z) è Φ(z) := C
[γ−]
Γ f˜(z) .
Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé çàäà÷è î ñêà÷êå ïðè óñëîâèÿõ f ∈ H∗(Γ,DmbΓ/2) è
f ∈ H∗(Γ,DmaΓ/2) áûëî äîêàçàíî â ðàáîòàõ [3℄ è [14℄ ñîîòâåòñòâåííî; çäåñü ìû
äîêàçàëè ïðåäñòàâèìîñòü ýòèõ ðåøåíèé â âèäå ïðåîáðàçîâàíèé Êîøè.
åøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå íà íåñïðÿìëÿåìîé êðèâîé ìîæåò îêàçàòüñÿ íååäèí-
ñòâåííûì. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà õàóñäîðîâà ðàçìåðíîñòü DmhΓ ýòîé êðèâîé
ïðåâîñõîäèò åäèíèöó. Ñîãëàñíî òåîðåìå Å.Ï. Äîëæåíêî [17℄, åñëè îáëàñòü B ñî-
äåðæèò êîìïàêò A è óíêöèÿ F ∈ H+(B,DmhA− 1) ãîëîìîðíà â B \A , òî îíà
ãîëîìîðíà â B ; êðîìå òîãî, ïðè DmhA > 1 ñóùåñòâóåò íåïîñòîÿííàÿ óíêöèÿ
F ∈ HDmhA−1(C), ãîëîìîðíàÿ â C \A .
Èíûìè ñëîâàìè, åñëè DmhΓ > 1 , òî çàäà÷à î íóëåâîì ñêà÷êå èìååò íåòðèâè-
àëüíûå ðåøåíèÿ, íî èõ ãåëüäåðîâû ïîêàçàòåëè íå ïðåâîñõîäÿò DmhΓ− 1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîëîìîðíàÿ â C \ Γ óíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Õàóñäîðà Äîëæåíêî (HD-óñëîâèþ) åñëè êðèâàÿ Γ èìååò îêðåñòíîñòü V òàêóþ,
÷òî ñóæåíèÿ Φ íà V
⋂
D+ è íà V
⋂
D− óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ åëüäåðà ñ ïîêà-
çàòåëåì, êîòîðûé ïðåâîñõîäèò DmhΓ−1 . Ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèå çàäà÷è èìàíà
èëè çàäà÷è î ñêà÷êå íà êðèâîé Γ , óäîâëåòâîðÿþùåå HD-óñëîâèþ, áóäåì íàçûâàòü
HD-ðåøåíèåì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ïðåäñòàâëåíèÿ (11) óäî-
âëåòâîðÿåò â C óñëîâèþ åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì (p − 2)/p , ãäå p çàäàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì (8). Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ïîêàçàòåëü ðàâåí
2ν − d
2− d
, ãäå d ñêîëü óãîäíî
áëèçêî ê DmaΓ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè äàåò HD-ðåøåíèå çàäà÷è î
ñêà÷êå ïðè óñëîâèè
2ν −DmaΓ
2−DmaΓ
> DmhΓ− 1,
èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
ν >
1
2
DmuΓ,
ãäå
DmuΓ := DmaΓ + (DmhΓ− 1)(2−DmaΓ).
Ýòà íåñêîëüêî çàãàäî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî ðàçìåðíîñòè ïëîñêîé
êðèâîé Γ : îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòêå îò åäèíèöû äî äâóõ è ðàâíà 1
äëÿ ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé. Åå ìîæíî íàçâàòü ðàçìåðíîñòüþ åäèíñòâåííîñòè. Èòàê,
äîêàçàíî
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè DmaΓ < 2 è f ∈ H∗(Γ,DmuΓ/2) , òî îïèñàííîå âûøå
ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì HD-ðåøåíèåì çàäà÷è î ñêà÷êå (3).
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê çàäà÷å èìàíà (1). Êàê îáû÷íî (ñì. [1, 2℄), ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî G(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðèâîé Γ è îáå óíêöèè G(t) è g(t) óäîâëåòâîðÿ-
þò òàì óñëîâèþ åëüäåðà. ×òî êàñàåòñÿ ïîêàçàòåëÿ â ýòîì óñëîâèè, òî äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü åãî ïðåâîñõîäÿùèì
1
2
DmaΓ ,
íî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ýåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñóùåñòâîâàíèåì íåòðèâèàëüíûõ ðåøå-
íèé çàäà÷è î íóëåâîì ñêà÷êå, äîëæíû ïîëîæèòü ν > 12 DmuΓ .
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ G(t) = (t − z0)
κ exp f(t), ãäå f ∈ Hν(Γ) , z0 ∈ D
+
, à κ åñòü
öåëîå ÷èñëî (ðàâíîå ïîäåëåííîìó íà 2pi ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà G íà Γ ; ñì. [1,
2℄). àññìîòðèì óíêöèþ Ψ(z) := C
[γ+]
Γ f˜(z) , ÿâëÿþùóþñÿ HD-ðåøåíèåì çàäà÷è î
ñêà÷êå
Ψ+(t)−Ψ−(t) = f(t), t ∈ Γ.
Òîãäà óíêöèÿ
X(z) := expΨ(z), z ∈ D+, X(z) := (z − z0)
−κ expΨ(z), z ∈ D−,
óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ
X+(t) = G(t)X−(t), t ∈ Γ,
ïðè÷åì îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ HD-ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è èìàíà. Êàê îáû÷-
íî, ìû ïîäñòàâëÿåì G(t) = X+(t)/X−(t) â ñîîòíîøåíèå (1) è ïîëó÷àåì çàäà÷ó
î ñêà÷êå:
Φ+(t)
X+(t)
−
Φ−(t)
X−(t)
=
g(t)
X+(t)
, t ∈ Γ.
Ñêà÷îê g/X+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì, ìåíüøèì
2ν − DmaΓ
2−DmaΓ
< ν . Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü çäåñü ñëåäñòâèå 1. Òåì íå
ìåíåå òåîðåìà 4 ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî â ñëó÷àå DmaΓ =
= Dmb+ Γ äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â ýòîé òåîðåìå óíêöèþ F (z) ðàâíîé 1/X(z) â
îáëàñòè D+ è íóëþ â îáëàñòè D− , à â ñëó÷àå DmaΓ = Dmb− Γ  ðàâíîé íóëþ â
D+ è −1/X(z) â D− .
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 5. Åñëè êîýèöèåíòû G(t) è g(t) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
H∗
(
Γ,
1
2
DmuΓ
)
è G(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðèâîé Γ , òî êàðòèíà HD-
ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è èìàíà (1) ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé êàðòèíîé åå
ðàçðåøèìîñòè äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ (ñì. [1, 2℄), è âñå åå HD-ðåøåíèÿ è
óñëîâèÿ HD-ðàçðåøèìîñòè ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðåîáðàçîâàíèé Êîøè.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  09-01-12188-
îè-ì).
Summary
B.A. Kats. The Riemann Boundary Value Problem on Non-Retiable Curve and the
Cauhy Transform.
In the present paper we obtain a representation for solutions of the Riemann boundary value
problem on non-retiable losed Jordan urves in terms of the Cauhy transforms of ertain
distributions.
Key words: non-retiable urve, Riemann boundary value problem, Cauhy transform.
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